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FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES : RADIAN, SINUS ET COSINUS

Introduction. Dans un repére orthonormé d’origine O, le cercle trigonométrique est par définition le cercle de centre O et de rayon 1.

On note I le point de coordonnées (1 ; 0). On trace la droite tangente au cercle en I et on la gradue en prenant I comme origine.

Le cercle trigonométrique ayant pour rayon 1, sa longueur est égale a 2m. M.
La longueur d’un demi-cercle vaut donc . z

La longueur d’'un quart du cercle trigonométrique vaut donc % .

W: zrad |

En enroulant la droite tangente au cercle sur le cercle trigonométrique a partir du 1 0
point I, (illustration en vidéo et en animation) chaque réel x de la droite donne un
point M sur le cercle trigonométrique. Ce point M peut étre caractérisé par 'angle au

centre If)-l\\/[ .

Lorsque IOM =180°, I'arc de cercle IM vaut un demi-cercle soit t~3,14 : six = m, alors IOM = 180°.

Lorsque IOM =90° (avec M dans le demi-cercle supérieur), le demi-cercle est partagé en 2 (car 90° = 180° + 2) et I'arc de cercle IM

vaut donc un quart de cercle soit %N 1,57 :six = % , alors IOM = 90°.

Lorsque [OM =45° (avec M dans le demi-cercle supérieur), le demi-cercle est partagé en 4 (car 45° = 180° + 4) et I'arc de cercle IM

vaut donc %NOJSS csix = % ,alors TOM = 45°.
Lorsque IOM =60° (avec M dans le demi-cercle supérieur), le demi-cercle est partagé en ... et Iarc de cercle IM vaut donc —~— ~

Lorsque IOM =30° (avec M dans le demi-cercle supérieur), le demi-cercle est partagé en ... et I'arc de cercle IM vaut donc ELANS

Angle en degré 0° 30° 60° 120° 180°

N a

. .z i
Un réel associé 0 4

Ces réels permettent de définir une nouvelle mesure d’angle : le radian. C’est la premiére nouveauté. La seconde est I'extension des

définitions des cosinus et sinus dans le triangle rectangle.

Soit M un point du quart de cercle trigonométrique supérieur droit (I'angle IOM est donc aigu).
On note H le projeté orthogonal de M sur I'axe des abscisses. L’abscisse de M vaut donc OH et son ordonnée MH : xy = OH et yy = MH.
—
Dans le triangle OHM rectangle en H, 'hypoténuse est égale a 1 et on obtient donc les relations
suivantes :
xu = cos (IOM) et yy = sin (IOM)
En utilisant un réel x associé a 'angle IOM , on peut donc résumer ainsi :

cos(x) = abscisse de M et sin(x) = ordonnée de M

Ce qui est valable dans le quart de cercle trigonométrique supérieur droit va étre étendu a tout o)

le cercle trigonométrique pour donner une nouvelle définition du cosinus et du sinus : pour tout 0

réel x, et plus seulement pour 0<x< % , en notant M le point correspondant sur le cercle

trigonométrique, on décide d’appeler cos(x) I'abscisse de M et sin(x) 'ordonnée de M. Ces définitions sont cohérentes avec celles du

collége et en constitue une extension.


https://www.geogebra.org/m/n9g5r37n
https://looptube.io/?videoId=_K4XSm0KSq0
https://www.geogebra.org/classic/x24zdzar

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES : RADIAN, SINUS ET COSINUSI

« Réfléchissez, pensez, utilisez votre téte. Ne répétez pas des formules apprises par cceur » Gert Martin Greuel

Dans ce chapitre, nous allons définir une nouvelle unité de mesure des angles, aborder intuitivement la notion d’angle orienté, et

redéfinir le sinus et le cosinus en étendant les définitions du college pour ne plus étre limité aux seuls angles aigus.

L. LE RADIAN
Définition. Dans un repere orthonormé d’origine O, le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1.

Le radian est 'unité de mesure des angles du systéme international d'unités (SI).

Définition. Le radian, noté rad, est la mesure d’un angle qui intercepte sur le cercle trigonométrique un arc de longueur 1.

1

Voyons comment comprendre cette unité de mesure des angles.
Dans un repére orthonormé d’origine O, on considére le cercle trigonométrique et la droite d’équation x = 1 (voir ci-dessous).

En « enroulant » cette droite graduée a partir du point I1(1;0) sur le cercle trigonométrique (illustrations en vidéo et en animation) :

a tout réel x est associé un seul point M du cercle trigonométrique ;

a tout point M du cercle trigonométrique correspond une infinité de réels.

Définition. On appelle mesure en radian de 'angle IOM tout nombre réel x associé au point M.

1OM = zrad |

Cette définition appelle trois remarques.
D’abord, la mesure en radian d’'un angle IOM compris entre 0° et 360° (0 < x < 2) correspond donc a la longueur de l'arc de cercle IM.

Ensuite, Pangle IOM est ainsi « orienté » de I vers M : si M’ est le symétrique de M par rapport & (OI), langle IOM' a pour mesure — x.

Enfin, une mesure en radian est par définition un nombre réel (donc sans unité) : x rad = x. L’unité pourra donc ne pas étre écrite.

90° = & rad
2

Théoréme. 360° = 2x rad 180° = m rad

Démonstration. 360° correspond au tour complet du cercle. Or le périmetre du cercle trigonométrique est égal a 2n. D’out la premiére

égalité. Les autres correspondent au demi-cercle trigonométrique et au quart de cercle trigonométrique.

Exemple 1. Déterminer une mesure en radian d'un angle de 45° puis déterminer la mesure en degré d’'un angle de vy


https://www.geogebra.org/m/n9g5r37n
https://looptube.io/?videoId=_K4XSm0KSq0
https://www.geogebra.org/classic/x24zdzar

Le tableau suivant est un tableau de proportionnalité. Il donne les mesures les plus utilisées. Il faut les connaitre par coeur.

Mesure en degré 0° 30° 45° 60° 90° 180°

. 1Y LY s LY
Mesure en radian 0 6 4 3 2 T

Démonstration. Par proportionnalité.
Exemple 2. Déterminer une mesure en radian d'un angle de 20°. Déterminer la mesure en degré d’'un angle de S .

Meéthode : pour convertir des mesures d’angles, on peut utiliser leur proportionnalité.

Exemple 3. Marquer le point M correspondant a e sur le cercle trigonométrique et le point N correspondant a —% .

Méthode : pour placer un point sur le cercle trigonométrique, on peut utiliser un partage du cercle trigonométrique.

II. LE COSINUS ET LE SINUS D’UN REEL

Dans un triangle rectangle, le cosinus d’un angle aigu est égal au rapport entre la longueur du coté adjacent a I'angle et 'hypoténuse et
le sinus d’'un angle aigu est égal au rapport entre entre la longueur du c6té opposé a 'angle et 'hypoténuse. Ces définitions sont
possibles parce que ces rapports trigonométriques ne dépendent que des angles et non des longueurs des cotés. Mais elles ne sont
valables que pour des angles aigus. Nous allons étendre ces définitions en redéfinissant le cosinus et le sinus d’un angle grace au cercle

trigonométrique.

Définitions. Soient x un angle en radian et M(xy; ym) le point du cercle trigonométrique associé a x.

On appelle cosinus de x 'abscisse de M et sinus de x 'ordonnée de M.

cos(x) = xy et sin(x) = yu

Lorsque o<,<™ (angle aigu), cette définition correspond alors a celle du cosinus dans un triangle rectangle. En effet, ’hypoténuse du
2

triangle rectangle est alors le rayon du cercle trigonométrique et vaut donc 1.

Quelques valeurs remarquables de sinus et de cosinus doivent étre connues.

1Y 1Y L 1Y

x 0 6 4 3 2
V3 V2 1

1 — — = 0
cos(x) > 5 >
1 V2 V3

i 0 = — — 1
sin(x) 5 5 2

Démonstrations (indications). Les cosinus et sinus des cas x = 0 et x = % s’obtiennent directement.

Six = % (60°), le triangle OAM est équilatéral donc H est le milieu de [OA] ce qui donne :

cos(%) =xy=OH= =.

En appliquant ensuite le théoreme de Pythagore dans OMH, on obtient :

3
=3

sin(%) =yw=HM =



https://www.geogebra.org/m/f3td5qfu

Ensuite, six = % (30°), le triangle OHM est égal a celui de la démonstration ci-dessus en permutant les cotés OH et HM ce qui donne :

cos[Z) =2 et sin[Z| ==.
6 6

Enfin, x = % (45°), le triangle rectangle OHM est isocele en H et le théoréme de Pythagore permet d’obtenir :

1 _ 2
i1 (T
cos(=-| = sin[~| =xy=yu»=OH=HM = = = —.
(3] = (3] == 2 "2
Cercle trigonométrique avec valeurs remarquables a savoir retrouver

2|2
(T) a0°

I 3121272 '-1/2 COS
180° 0-360°
0-2m
210° 330°

270°
3mn/2
-11/2

Démonstrations (indication). Par symétries axiale ou centrale.

4n
= -

Méthode : pour déterminer le sinus ou le cosinus d’un réel, on peut utiliser la calculatrice.

Exemple 4. Donner I'arrondi au centiéme de cos

Exemple 5. Donner une valeur approchée en degré de langle ABC tel que cos (KB\C] =-0,3.

Méthode : pour déterminer des sinus et cosinus, on peut utiliser la calculatrice.

V3

Exemple 6. Résoudre sur [- ® ; = ] 'équation sin(x) = 7 .

Méthode : pour déterminer un réel connaissant son sinus ou son cosinus, on peut lire le cercle trigonométrique.

III. PROPRIETES

Théoréme. Pour tout réel x, cos*(x) + sin®(x) = 1. '

Démonstration. Par le théoréeme de Pythagore.




FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES : RADIAN, SINUS ET COSINUSI

« Réfléchissez, pensez, utilisez votre téte. Ne répétez pas des formules apprises par ceeur » Gert Martin Greuel
Les questions sont indépendantes.

1. Déterminer une mesure en radian d’'un angle de 80°.

. . [ 7
2. Déterminer la mesure en degré d’un angle de 1—2 .
3. Marquer le point M correspondant a 3 sur le cercle trigonométrique et le point N correspondant a — 77 .

4. Dans un repere orthonormal, a quel réel peut-on associer le point A, placé ci-contre sur le cercle

[ .

trigonométrique ?

5. Donner trois réels associés au point I placé ci-contre sur le cercle trigonométrique.

6. Donner deux réels associés au point J placé ci-contre sur le cercle trigonométrique.

. 13n
7. Donner la mesure comprise entre -r et it de 3

. 11n
8. Donner la mesure comprise entre - et t de &

. 1ln
9. Donner la mesure comprise entre 0 et 2r de —— .

. .y T
10. Donner I'arrondi au centiéme de cos 4?) .

5n
|-

12. Résoudre dans l'intervalle [0 ; [ '’équation cos(x) = % .

11. Déterminer sin




Activité 1. Pour chaque réel x, on peut calculer le réel cos(x). On définit ainsi sur IR une nouvelle fonction : la fonction cosinus.

« Réfléchissez, pensez, utilisez votre téte. Ne répétez pas des formules apprises par ceeur » Gert Martin Greuel

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES : FONCTIONS SINUS ET COSINUS I

L’objectif de cette activité est de représenter dans un repére orthonormal quelques points de la représentation graphique de la fonction

cosinus.

1. Utiliser la calculatrice pour compléter le tableau suivant (arrondir au centiéme).

cos(x)

N [ =

2. Dans le repere ci-dessous, en prenant les valeurs approchées arrondies au centieme de cos(x), marquer les points de la représentation

graphique de la fonction cosinus d’abscisses -3,8, -3,6... 7,4, 7,6.

| 1

_____ J.__.____._l__.___.__l____-_»]. N SN ) ST S PN SRS S Y S S S S S IS S SR RS TSI Ny S SN 19

| 1 | ] | ] 1 I 1 |

| 1 | I | ] [ I 1 |

] 1 ] 1 ] 1 1 I 1 1

| 1 | ] | I 1 ] 1 1

| 1 | ] | ] 1 ] 1 |

I 1 ] ] ] 1 1 I 1 1

| 1 | ] | | | | 1 1

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 ¢

| 1 | | | ] 1 | 1 |

| 1 | ] | I 1 ] 1 |

| 1 | 1 | ] [ I 1 1

| 1 ] 1 1 1 1 1 1 1

| 1 | 1 | ] 1 ] 1 |
_____ T“““W“““‘F““=T “CTTr T T I r T T N eI T T rTT I r T rT T T

3. a. Lareprésentation graphique de la fonction cosinus sur [—n ; ] semble présenter un élément de symétrie. Lequel ?

b. La représentation graphique de la fonction cosinus semble pouvoir étre complétée par des translations successives a partir d'un

motif de base. Encadrer un motif de base.

4. Construire de la méme facon la représentation graphique de la fonction sinus.

| ]
| 1
_____ J.__.____._l__.___.__l____-_»]. SN SN U S (S WSS SRUE SN SRS QR S S S S g S (S S (S (S RS SN SR (RS S SN SR QR ) ) (S Sy JES SIS ISy S SN S
| 1 | ] | ] 1 I 1 |
| 1 | I | ] [ I 1 |
] 1 ] 1 ] 1 1 I 1 1
| 1 | ] | I 1 ] 1 1
| 1 | ] | ] 1 ] 1 |
I 1 ] ] ] 1 1 I 1 1
| 1 | ] | | | | 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 ¢
| 1 | | | ] 1 | 1 |
| 1 | ] | I 1 ] 1 |
| 1 | 1 | ] [ I 1 1
| 1 ] 1 1 1 1 1 1 1
| 1 | 1 | ] 1 ] 1 |
_____ T“““W“““‘F““=T “CTTr T T I r T T N eI T T rTT I r T rT T T
} 1 1
| I 1

5. a. La représentation graphique de la fonction sinus sur [—n ; n] semble présenter un élément de symétrie. Lequel ?

b. La représentation graphique de la fonction sinus semble pouvoir étre complétée par des translations successives a partir d’'un motif

de base. Encadrer un motif de base.

https:

www.geogebra.org/m/XAfzNBY2



https://www.geogebra.org/m/XAfzNBY2

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES : FONCTIONS SINUS ET COSINUS I

« Réfléchissez, pensez, utilisez votre téte. Ne répétez pas des formules apprises par cceur » Gert Martin Greuel

Pour chaque réel x, on peut calculer le réel cos(x) et le réel sin(x). On définit ainsi sur IR deux nouvelles fonctions : la fonction cosinus

et la fonction sinus. Le cercle trigonométrique fournit entre autres des propriétés de périodicité et de parité de ces fonctions.

I. LA FONCTION COSINUS

Une fonction f est paire sur IR si pour tout réel x, f(—x) = f(x).

Géométriquement, sa représentation graphique sur IR est symétrique par rapport a 'axe des ordonnées.

Théoréme. Pour tout réel x, cos(—x) = cos(x). La fonction cosinus est paire. '

Une fonction f est périodique sur IR §’il existe un réel T tel que, pour tout réel x, f(x + T) = f(x). On dit alors que T est une période de la

fonction f. La plus petite période strictement positive d’une fonction périodique est appelée la période de la fonction.

Théoreme. Pour tout réel x, cos(x + 2m) = cos(x). On dit que la fonction cosinus est 2n-périodique ou encore que la fonction cosinus est

périodique de période 2m.

2m est la plus petite période strictement positive de la fonction cosinus (4n, —2m, 61 sont aussi des périodes de la fonction cosinus).
Géométriquement, la représentation graphique de la fonction cosinus sur IR s’obtient a partir de I'intervalle [—m ; nt] par des translations

successives selon le vecteur de coordonnées i (2m ; 0) pour la partie de droite et selon le vecteur — i pour la partie de gauche.
o
o"%&
.

'\5/

\_27'- | |3ﬂ-/2 | ] |77r/ | | /2\ | 3F/| |

7 6 I5\\\\é\=_!i;’/;é{’ 4 1 ‘\Sk\\}ii_ﬁf;g//’ 5 6 27
-1 +

II. LA FONCTION SINUS

Une fonction f est impaire sur IR si pour tout réel x, f(—x) = — f(x).

Géométriquement, sa représentation graphique sur IR est symétrique par rapport a 'origine du repere.

Théoreme. Pour tout réel x, sin(—x) = — sin(x). La fonction sinus est donc impaire.

Théoreme. Pour tout réel x, sin(x + 2m) = sin(x). La fonction sinus est donc aussi 2n-périodique ou encore la fonction sinus est

périodique de période 2m.

/5
S >
14 é
S
L A I S BT S S 4
% 5 4 h_ -2 -1 12 3N\4 5 2
-1 4+




FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES : FONCTIONS SINUS ET COSINUS I

« Réfléchissez, pensez, utilisez votre téte. Ne répétez pas des formules apprises par ceeur » Gert Martin Greuel

Les questions sont indépendantes.

1. On a représenté ci-dessous la courbe C de la fonction sinus dans un repere orthogonal.

11A
\Q LV\Q? /?3/—\ /ﬁi
T 0 T
- -T1/2 0 2

\/l Wﬂ 5m/2 3Wn
-1

Ao, Ay, A,, A; et Ay sont des points de C et ils ont tous la méme ordonnée.

Parmi les segments suivants, lequel a pour longueur la plus petite période de la fonction sinus ?

a) [Ao; Ail b) [Ao; A2l o) [Ao; As] d) [Ao; A4l

2. On consideére la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = sin x — cos x. Parmi les quatre propositions suivantes, une seule est

correcte. Laquelle ?

a) f est une fonction paire b) f est une fonction impaire ¢) f n’est ni paire ni impaire d)f(0) =0
3. t est un réel. On sait que cos(t) = % . Alors cos(t + 4m) + cos(-t) est égal a :

a) -g b) 0 ) g d) %
4. Sur l'intervalle ]—n ; r], '’équation sin(x) = % a pour solution(s) :

a)% b)%et% c)—%et% d)%ets—;

5.0nax € [—g ; 0} et cos x = 0,8. Alors :

a) sinx = 0,6 b) sinx =-0,6 ¢)sinx =-0,2 d) sinx = 0,2



Exercice 1

On applique une tension sinusoidale u aux bornes d’un circuit électrique comportant en série une résistance et une diode idéale.
Le temps t est exprimé en seconde.
La tension est donnée par la fonction u définie pour tout réel t = O par :

u(®) = V3 sin (100m + g)

V3

et elle est passante si u(t) > 5

N’ﬁ

La diode est non passante si u(t) <

1. La diode est-elle passante a I'instant t = 0 ?

2. Calculer u . Interpréter le résultat.

-

3. On admet que u
100

= u(t) pour tout réel t = 0. En déduire une propriété de la fonction u.

4. On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction u sur l'intervalle [0 ; 0,02] :

B B

On cherche a savoir au bout de combien de temps la diode devient non passante pour la premiére fois. On admet que la fonction u est

7

0. L 17
’ 600 * 600

500 et strictement décroissante sur

strictement croissante sur

a. Conjecturer la solution du probleme a I'aide du graphique.

b. Vérifier la conjecture émise a la question a.



